Proposition de Corrigé

Concours Commun INP 2026 — Mathématiques 2 (Filiere
MP /MPT)

EXERCICE 1

On note J € M3(R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 :

J:

—_ =
—_ =
—_ = =

Q1.

Déterminer le rang de J, la dimension de ker J, calculer J2, donner le polynéme minimal de
J et montrer que J est diagonalisable.

Les trois colonnes de J sont identiques et non nulles, donc rg(J) = 1. Par le théoréme du
rang,

dimker J =3 —rg(J) = 2.

Ainsi 0 est valeur propre de J et dim Ey(J) = 2.
On calcule J? :

Donc J(J —31I3) =0, et J est annulée par X (X — 3). Le polynéme X (X — 3) est scindé a racines
simples, donc J est diagonalisable. Comme J # 0 et J # 313, le polynéme minimal de J est

|7 (X) = X(X - 3)].

1 1
En outre, J [ 1| =3[ 1], donc 3 est valeur propre et dim F3(J) = 1.
1 1

Q2.

Soient a,b € R et A = aJ + bls. Montrer que A est semblable a diag(b, b, 3a + b).
D’aprés Q1, il existe P € GL3(R) telle que P~'JP = D = diag(0,0,3). Alors

b 0 0
P AP =aP ' JP+bP ' LP=aD+0bI3=|0 b 0
0 0 3a+b

A est semblable a diag(b, b, 3a + b) ‘

1



Q3.

Déterminer le polynéme minimal de A et montrer que A est diagonalisable dans M3(R).

D’apres Q2, les valeurs propres de A sont b (d’ordre 2) et 3a+b. A est diagonalisable car elle
est semblable & une matrice diagonale. Son polyndéme minimal est le polynéme unitaire ayant
pour racines simples et exactement les valeurs propres distinctes de A. Donc

[7a(X) = (X = b)(X —3a—b)|

Q4.

Calculer A™ pour n € N de deux fagons :
a) par utilisation du polynéme minimal de A et division euclidienne;;
b) en utilisant J* = 3¥=1.J pour k > 1 et la formule du binome.
a) Par division euclidienne de X" par m4(X) = (X — b)(X — 3a — b), il existe @, R, € R[X]
avec deg R, < 2 tels que
X" =7mA(X)Qn(X) + anX + Bp.

En évaluant en b et 3a + b (racines de 74) :

b" = apb + By,
(3a +b)" = an(3a+b) + Br.
On résout : 5 B g 5 B g
7R i N R
3a 3a
Comme m4(A) =0, on a A" = a, A + B, 13, soit
n_ (Ba+0b)"—0" n  (Ba+b)"—b"
Ar= S A (v e b)I; |

b) Montrons par récurrence que J* = 3¥71.J pour k > 1. C’est vrai pour k = 1. Si c’est vrai au
rang k, alors JFt1 = JkJ = 3F—1J2 = 3k=1 .37 = 3k J. Ainsi la formule est vérifiée.

Puisque A = aJ + bl3 et que J et I3 commutent, on applique la formule du binéme de
Newton :

n n 1 n
e S (e (s S (e

k=0 k=1 k=1

n

n kin—k __ n . n kin—k __ n n .
Or kz—o (k) (3a)"0" ™" = (3a + )", donc ; <k> (3a)"0"" = (3a 4+ b)" — b"™. On obtient

(3a+b)" — b"

A" =b"13 + 3

J|

EXERCICE 2

Dans cet exercice, n > 2 est un entier. On note w = e/ w, = Wk pour 0 < k < n — 1 les
racines n-iémes de l'unité, et P € R,,_1[X]. Soit A = (ai;)o<ij<n—1 € Myn(R) la matrice dont
les coefficients sont les a; ; = a(j_i) mod n, 00 P(X) =ao+a1 X +--- + A1 X" L.



Q5.
On suppose n = 3 et on note j =e¢
Montrer que 1+ j + j2 = 0 et que pour tout P € Ro[X], P(j) P(5°) € R.
Onaj3=1etj+#1, donc

2im/3

0=7°-1=G-)1+j+j°) = 1+j+j*=0.

Soit P € Ro[X]. Puisque P est & coefficients réels, P(j) = P(j) = P(j%). Donc

P(j) P(j*) = P(j) P(j) = |P(j)]” € Ry.

1+j+32=0 et P(j)P(5%) =|P(j)]> e R|

Q6.
Soit J la matrice de permutation associée au n-cycle (12 --- n) :
0 0 01
10 0 0
J=101 0 0] € M, (R).
00 - 10

Montrer que 77(X) = X" — 1.

La matrice .J vérifie J” = I,, donc X" —1 annule J. Montrons que la famille (I,,, J, J2,..., J" 1)
est libre. Soient ayg,...,a,_1 € R tels que EZ;(l) aiJ* = 0. Appliquons cette égalité au premier
vecteur e; = (1,0,...,0)T de la base canonique. Pour 0 < k <n —1, J¥e; = ep1 (out (e;) est la
base canonique, avec e, 11 = e1). On obtient

n—1
E agegy1 =0,
k=0

et par indépendance des vecteurs de la base canonique, ag = a3 = -+ = a,_1 = 0. Donc
degmy > n. Comme 7y | X" — 1 et deg(X™ — 1) =n,

’ﬂJ(X):Xn—l‘.

Q7.

Soit P € R,,—1[X]. Montrer que A = P(J).
OnaP(X)=ay+a1 X+-- ‘4 a,_1 X" L Le calcul de J* donne la matrice de la permutation
puissance k : (J¥);; =1si j=i+k (mod n) et 0 sinon. Par suite,

n—1
P(J)=> apJ*
k=0

a pour coefficient (7, j) la somme des ay, tels que j =i+ k (mod n), soit (P(J))ij = @(j—i) mod n-
C’est exactement la définition de A.

A=P(J)]



Q8.

En diagonalisant J, montrer que A est diagonalisable dans M,,(C) et que ses valeurs propres
sont P(wk) pour 0 <k <n — 1.

Le polynéme minimal de J est 7;(X) = X" —1 = Z;(l) (X — wk), scindé a racines simples
dans C[X]. Donc J est diagonalisable et il existe Q € GL,(C) telle que

Q1JQ = A = diag(1,w,w?, ..., 0" ).
Alors pour A = P(J),
QTAQ = QT'P(N)Q = P(QTNIQ) = P(A) = diag(P(1), P(w), ..., P(w" ).

A est diagonalisable et Sp(A) = {P(w") |0 <k <n—1}|

Q9.
n—1
En déduire que H P(w*) € R.
k=0
D’aprés Q8, A est semblable a diag(P(w*)), donc det A = [[}Z; P(w¥). Or A € M,(R) (par
construction), donc det A € R. Ainsi

n—1

I[P er|

k=0

PROBLEME — Polynémes de Laguerre

On note I = R} = [0, 4+00] et

E= {f e C°(I,R) ] /0+°Of(t)26—t dt < +oo}.

Q1o0.

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie n + 1 de E muni d’une base orthonormée
(eo, ..., en). Montrer que pour tout = € E,
n

pr(x) = Z(:r,ei> €;

1=0

n
est le projeté orthogonal de x sur F', et que Z(x, e)? < ||lz|)?.
i=0
Soit z € E. Le vecteur y = > (x, e;)e; appartient & F. Pour tout j € {0,...,n},
n
(@ =y, e5) = (m,e;) = Y _(w,eilei,ej) = (w,e5) — (w,€;) =0,
i=0
donc x —y L F. Ainsi y est le projeté orthogonal de x sur F.
Par le théoréeme de Pythagore,
n
2]1* = llz = ylI* + llyll* > llyl* = Y _(z,e:)*.
i=0

n

D (ze)? < eI}

=0




Q11.

Montrer que pour tout f,g € FE, la fonction t — f(t)g(t)e™" est intégrable sur I.
Pour tous a,b € R, on a (a — b)? > 0, donc 2ab < a? + b* et |ab| < #. Pour tout ¢ € I,

2 2
gt < LI 0
Par hypothése, ¢t — f(t)2e™" et t — g(t)?e~" sont intégrables sur I. Leur somme (divisée par 2)

est intégrable, donc t — f(t)g(t)e~ est intégrable par le critére de comparaison.

t f(t)gt)e t e LY |

Q12.

Montrer que I'application
+00
()= [ g0 de
0
définit un produit scalaire sur F.

D’apres Q11, (f, g) est bien définie pour tous f,g € E.
— Symétrie : (f,g) = (g, f) par commutativité du produit.
— Bilinéarité : par linéarité de l'intégrale et bilinéarité du produit dans R.
— Positivité : (f, f) = [;7 f(t)%etdt > 0.

— Définie-positivité : si (f, f) = 0, alors f(¢)%e~* = 0 pour tout ¢ (continuité et signe
constant), donc f = 0.

’ (-,-) est un produit scalaire sur E ‘

Q13.

Soit n € N et F' = R,[X]. Montrer que F' C E et que F' est un sous-espace vectoriel de E.
Tout polynéme est continu sur I, donc F C C°(I,R). Soit P € F non nul, de degré d et de
coefficient dominant a4. Pour ¢t — 400,

P(t)%et ~ afltme_t = o(e_t/2).

La fonction ¢ — e~%/2 est intégrable sur I, donc par comparaison f0+oo P(t)%e~t dt converge. Ainsi
P € E. De plus, F est stable par combinaison linéaire et contient 0, donc F' est un sous-espace
vectoriel de F.

|F =R,[X] C B

Q14.

On pose h,(x) = z"e™* pour = € R. Soit

a) Calculer h%p)(a:) pour 0 < p < n. Montrer que hﬁlp) =0sip>n.

Par la formule de Leibniz,

®) p p dk dpfk B min(p,n) » n . e
190 =3 (7)1 g = X (8) e e
0 k=0 )




Sip < n, cette expression est bien définie. Si p = n, on a i )( ) =nl((-1)"e*+---).Sip>n,

alors dd—kk( ™) =0 pour k > n, donc h%)(:p) = 0.
b) Montrer que L,, est un polynéme. Préciser son degré et son coefficient dominant.

D’aprés la formule précédente,

n

T
C’est bien un polynome. Le terme de plus haut degré correspond & kK =0 : (—1)”—'. Donc
n!

—1)n
deg L,, = n, cd(Ly) = (=1 )

Q15.
Soient g € E et n € N. En intégrant par parties n fois, montrer que

_1\n +o0
(9, Ln) = (Ll /0 g () the dt.

n!

On a L,(x) = %h,(ln) (x) avec hy(x) = z"e~*. Donc

<9,Ln>=/0+oo (t)Ln(t)e tdt = / £) b0 (8) dt.

Effectuons n intégrations par parties. Chaque intégration par parties fait intervenir un terme
de bord de la forme [¢() (t) prm1=h) (t)]g°° pour 0 < k < n — 1. Vérifions leur nullité :

— Ent=0:h, aun zéro d’ordre n en 0, donc h%p)(O) = 0 pour p < n — 1. En particulier
h%nil*k)(O) =0carn—1—k>0etmémen—1—%k>1pour k <n—2. Le terme de
bord est donc nul en 0.

— Ent - +oo: h%n_l_k)(t) ~ cthtle=t — 0 par croissances comparées, et g¥)(t) est
polynomial, donc le produit tend vers 0.

Tous les termes de bord sont nuls. On a donc :

+o0 +oo Foo
(n) — (_1\? (n) — (_1\" (n) neft )
/0 o(t) h (1) dt = (~1) / g™ (t) ha(t) dt = (1) / g (t) et dt

Ainsi

Q16.

Montrer que les polynémes L,, sont deux a deux orthogonaux : (L;, L;) = 0 pour i # j.
Soient ¢ < j. D’aprés Q15 appliqué & g = L; et n = j,

Q) e
<LiaLj>:( ) / LYttt dt.
0

4!

Comme deg L; =i < j, on a ng) =0, donc (L;, L;) = 0.

(Li, Lj) =0 pour i # j |




Q17.

Calculer || Ly||? = (Ln, Ly).
D’aprés Q15 avec g = Ly,

1\ +o0o
(L, L) = Y / L () e dt.
0

n!

Or L = nl cd(Ly,) = n! - 2% = (=1)". Donc

n!

(_1)n +oo 1 +00
(Ly, Ly) = t/) (—D)"t"etdt = — thetdt.
TL' 0 TL' 0

“+o00

0 t

— Initialisation : Iy = f0+oo e tdt=1=0.

— Heérédité : supposons I,, = n!. Pour I,,,1, on intégre par parties avec u = t"t1 o/ = e~
douv = (n+1)th, v=—et:

Il reste & calculer I, = "e~t dt. Montrons par récurrence que I,, = n/!.

)

+oo
I = [—t”+16_t] goo +(n+ 1)/ t"e tdt =04 (n+ 1)1, = (n+ 1)n! = (n+ 1)..
0

Ainsi f0+°° te~tdt =n!, et

ILa® =1}

Q18.

Soit F,, = Vect(Ly, ..., Ly). Que vaut pg, (g) pour g € E?
D’aprés Q16 et Q17, la famille (Lyg,..., Ly) est orthonormée dans F,,. Par Q10, le projeté
orthogonal de g sur F), est

Q109.

Enoncer et démontrer I'inégalité de Bessel pour la famille (L, )nen.
Soit g € E. Pour tout n € N, d’aprés Q10 appliqué a F,,

n

> g L) < gll*.

k=0

La suite des sommes partielles est croissante et majorée, donc la série > (g, L)? converge et

—+00

> (g L) < gl |

k=0

Q20.

1
Soit v > ~3 On pose go(z) =€

~** Montrer que g, € E et que I'inégalité de Bessel est une

égalité pour g.



Pour tout = > 0, go(x)%e™® = e~ 20tz Puisque 200 + 1 > 0, cette fonction est intégrable

sur [ :
+oo 1
Joal? = [ et g
0

200+ 1
Calculons (gq, Ly) a l'aide de Q15. Pour n > 0, g((ln) (x) = (—a)"e~**. Donc

—1)" +oo n 400
(9, Ln) = ()/ (—a)etre T dt = a'/ e~ (@Dt gy
0 0

n! n!

Le changement de variable u = (« + 1)t donne

+o0 1 +oo n!
/ tnei(a+1)t dt = / u”efu du = 7'.
0 (Oé + 1)n+l 0 (a + 1)n+1

n

Donc
«

(9, Ln) = [CETGaS
La série géométrique converge car
o? 2 2 2 2 1
—— <1l = a"<(a+1) &= a"<a"+2a+1 = 20+1>0 <= a>—,
(a+1) 2
ce qui est exactement I’hypothése. Alors

+o00 +o00 om

B o I T - A R 1 1 (a+1)?
Z<ga’L">2_Z(a+1)2”+2_(oz+1)2n_ <(a+1)2> e+ 2 (a+1)2 20+1

“+oo
On a bien Z(ga,Ln>2 = HQaHQ'

n=0

+oo
Pour go(z) =™ (a > _%)7 Z<ga7Ln>2 = ||ga||2 .

n=0




