Proposition de Corrigé

Concours Commun Mines-Ponts 2024 — Mathématiques 1
(Filiere MP)

Théme : Généralisation d’une intégrale de Dirichlet et application.

Partie I : Calcul d’une intégrale

Q1.

Soit 6 € |—m;7[. Comme || = 1, le dénominateur 1 + te® s’annule en t = —e~% qui est
réel négatif seulement si § = £, exclu. Donc f est bien définie et continue sur ]0; 4+oo[. Pour
I'intégrabilité :

— En0: |1+t — 1, donc |f(t)| ~ t*7!, intégrable car z > 0.
— En +oo : [1+te| ~ t, donc |f(t)| ~ t*72, intégrable car z < 1.
Ainsi f est intégrable sur |0; 4+o00].

Q2.

On vérifie 'indication : |1 4 te®?|? = 1 + 2t cos @ + t2. Pour 6 € [—f3; (], cosf > cos 3, donc
1+ te?)2 > 1+ 2tcos B+ 12 = |1+ teP|2 = (t + cos B)? + sin? 5.

La dérivée partielle de I'intégrande par rapport a 6 est

o ' —ite 7!

001+ te® (14 teif)2’

- < - = .

|1+ te?]2 — |1+ teP|2 (t+ cosB)? +sin? 3
Cette domination est intégrable sur ]0; +-00[ (équivalent & t*/sin? 8 en 0 et t*~2 en 400, tous
deux intégrables car x € ]0; 1[). Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, 7 est C! et

, . 0 +oo t*
T (9) = —1€ /0 m d¢.

de module

Q3.
On a g(#) = e™r(f). On calcule :

. ) . +oo tac—l ) +oo e
§'(0) = ize™r(0) + 0 () = e*f [z:c/ ——dt — ieza/ (
0 0

, ——dt| .
1+ te® 1+ te?)?
tl‘ xt.r—l(l + tele) _ txeitg ﬂjtx_l txeie
Avec h(t) = ——— R (t) = . = = — o
vee h(t) 1 tei0” O ®) (1 + teit)2 1+4te® (1 + tei?)?

+oo
Donc ieiw/ B (t)dt = ¢'().
0



x r—1

t
Calcul des limites : A(0) = 0 (car x > 0) et lim A(f) = lim — = lim —
t——+o0 t—4oo tetd t—+oo it

=0 car
r <1
+o0
Par le théoréme fondamental du calcul, / R'(t) dt = h(+o0) — h(0) = 0.
0

Donc ¢'(#) = 0 pour tout 6 € |—m; 7 : g est constante.

Q4.

g étant constante, g(0) = g(—0). Donc :

ixd _ —ixh
%(ﬂfmaﬁfgww4w):gwy———f—f:gwnm@@.

D’autre part :

g(_g)eixe _ g(e)e—me _ /+OO g1 1 B 1 q
0 1+te=® 14 tei?

_ /’+OO tx—l . tei@ ; te—ie . dt

0 (14 te=)(1 + te?)
“+00 t:v

= 2¢sinf dt.
v /0 t2 +2tcosf + 1

tl’

dt.
cosf +1

+oo
Divisant par 2i : g(0) sin(z6) = sinﬁ/ﬂ 2 19t

Q5.

0
&LO; (i.e. t = usin® — cosf, dt = sinf du). Quand
sin

t =0, u=cotf; quand t — +00, u — +0c. De plus 2 + 2tcosf + 1 = (t + cos0)? + sin? 0 =
sin? @(u? + 1). Donc :

+oo : _ T +o0o : _ T
sinG/ (u .51r219 00329) sin 0 du — / (usin@ c2os 0) du.
cotg  sin® (1 + u?) cot § 1+u

Dans l'intégrale de Q4, on pose u =

Q6.

Quand 0 — 7, cot @ — —o0, sinf — 0", cosf — —1.

inf — cosf)*
Posons pg(u) = (usin cos 0) 1y>cotg. Pour 6 € [7/2;7], u > cotf implique usinf —

1+ u?

: : (|Jul +1)*

cosf > 0, et usinf—cosf < (Ju|+1) (carsinf < 1, |cosf| < 1). Donc py(u) < T
u

€ LY(R)
(car z < 1).
Convergence simple : @g(u) —

et (usinf — cosf)* — 1% =1).
Par le théoréme de convergence dominée :

T2 pour tout u € R (le domaine tend vers R tout entier
U

400
lim ¢(@)sin(x0) = / du 5 = .
O—m— —oo 14+u

Q7.

7r
g est constante. La limite # — 7~ donne g - sin(rz) = 7, donc g =

sin(mx)’

0 +ootx71 T
n 9(0) = e”r(0) /0 177 g



Partie II : Expression de la fonction sinus

Q8.

On découpe f0+oo = fol + f1+°° et on change ¢t — 1/t dans la seconde :

—+o00 tit—l 1 t—x
/ dt = / dr.
R e o L+t
+oo pxr—1 rz—1
t t
Donc/ dt:/ ( )
0 14+t 0

Qo.

Pour t € [0; 1[ = Y 725(—t)k. L'interversion est justifice par le théoréme de conver-

gence monotone (apres passage a la valeur absolue, la série est positive) ou par la domination
ST|(=1)FtkFtz=1| < ¢*=1 /(1 — t) et I'intégrabilité en 0. Donc :

1 tz—l +oo . 1 b1 —+o0 (_1)k
dt = -1 tPTET At = .
/0 A= (1) / > s

k=0 0 k=0

Q10.
2 (— 1)k
1+t =05 Ok+1—

+o00 = 1 (_1)n
/0 _nz::nqu Z;)nqu:L“'

De méme, fo . Donc en combinant Q8 et Q9 :

Q11.

_1)n
Dans la seconde série, on réindexe m =n+1: 3 %0 S—l) — ke
n

. Donc :
T

+oo
—2z 1 2(-1)"x
— —_ — TL —_ — — _— .
sin(m +Z <n—i—:p n—a:) +Z n?—z? nz::an—zz

Q12.

On pose © = y/m avec y € |0;x| (donc = € ]0;1[). La formule de Q11 donne S,W =
iny

T AT 5 20
y T n?—(y/7)? Pnlr? — g2

s
On multiplie par 1y,

1=

. +o00 o . . 400 no s
siny 22(—1) ysiny  siny 2(—1)"ysiny
_ — + E N I I

2.2 _ .2 2 _ 2.2
Y = nimt—y Yy ~ oy —nim
+00 . .
. ZQ(—I)"ysmy siny



Partie III : Intégrale de Dirichlet généralisée

Q13.

Convergence. En 0 : 1 — cos®1¢ ~ (2p + 1)(1 — cost) ~ (2p + 1)t2/2, donc I'intégrande
tend vers (2p +1)/2. En 400 : |1 — cos?P*1 ¢| < 2, donc l'intégrande est O(1/t2), intégrable.

IPP. Posons u = 1 —cos?t1t, o' = 1/t?, dot v’ = (2p+1) cos® tsint, v = —1/t. Les termes
aux bornes sont nuls (en 0 et en +o00, u/t — 0). Donc :

cos?P tsint

+oo
dt = (2p + 1)/ —dt.
0

/+oo 1— COS2p+1t
0 t

t2

Q14.

Sur [nm —7/2; nm+ /2], on pose t = u+nn (v € [—7/2;7/2]) : cos(u+nm) = (—1)" cos u,
sin(u 4+ nm) = (—1)"sinu, cos®(t) = cos?”(u).

/mr+7r/2 cosP ¢ sint dt = (—1)" /77/2 cos?P (u) sin(u) du
nw—m/2 t —r/2 u+nm

On sépare [—7/2;0] et [0;7/2], en substituant u — —u dans le premier :

~ (1) /0 ™ o () sin(u)< Lo 1 >du: (—1)" /0 "2 o (1) sin(t) 2L ai

u+nr nw—u n2r2 — 2
/2 2(—1)"tsint
Ce qui correspond bien a / cos?? (t)% dt.
0 t* —n*m
Q15.
sint sint
7:7;0 cos?P ¢ T dt = :L:.i :;r_t:r/; cos?Pt T dt. Par Q14 et interversion (justifiée par do-

mination : | cos® tsint/t| < 1/t et la série est dominée) :

/2 X 2(=1)"tsint
_ 2 Z
B /0 cos™ (1) < 2 — n?n? dt.

n=1

Q16.
+o0 : w/2 : /2 T o5 1\ng o
t t 2(—1)™t t
/ cos2ptsmdt:/ cost(t)Smdt—i—/ cos?P(t) E (2)7;1;1&.
0 t 0 t 0 o t4 — nem
/2 int +oo 2(_1)nt2
— 2p(¢ st 1 I S T
/0 cos“P(t) ; —I—; PO

2(—1)"ysiny

. 400 2
t 2(—1)"¢t
Par Q12 avec y = ¢ : i [1—!— E (7) ... En fait Q12 donne Y 7, ———5—~ =

¢ L 2 _ n2n2 y2 — n272
siny sint 2(—1)"tsint .
].— ,dOHCi‘FZ?ZIW:l.DOUI

+o00 : /2
sint
/ cos?t ——dt = / (cost)?P dt.
0 t 0



Q17.

it —it\ 2P
+ 1 .
On développe <€2€> = o ipzo (2152) oi(2k—2p)t

On regroupe les termes k et 2p — k (qui ont (215) = (2531@) et donnent 2 cos(2(p — k)t)), et le

terme central k = p donne (2;’) :

(cost) = o <<2;f) + QS (25) cos(2(p — k:)t)) |

Q18.
Par Q13 et Q16 :

foo 1 _ 2p+1 /2
/ (C(;zt) dt =(2p+1) / (cost)?P dt.
0 0

sin(mm)

Par Q17 et les intégrales foﬂm cos(2mt) dt = =0 pour m € N* :

2
/2 1 /2 2p)!
oy L (20\m _ 7w (2p)
/0 (cost)Pdt = 5% (p) 5 = 32pH1 7(])!)2'

/*OO 1 — (cost)?rt!
0

t2

Donc : (2p)! ( )!
- ™ (2p)! 7 (2p+1)!
W=Cr+ 1) s oz =3

Partie IV : Calcul de E(|S,]|)

E(Xy) = %(_1) + %(1) =0, donc E(S,) = nE(X;1) = 0 par linéariteé.
( =1—0=1. Par indépendance : V(S,) = n.

Q20.

Par indépendance de S et T :
E(cos(S+T)) = E(cos ScosT —sinSsinT) = E(cos S)E(cosT) — E(sinS)E(sinT).

Puisque T et —T ont méme loi, E(sinT’) = E(sin(—71")) = —E(sinT'), donc E(sinT) = 0. D’ou
E(cos(S+1T)) = E(cos S) E(cosT).

Q21.

Par récurrence. Pour n = 1 : E(cos(tX1)) = 5 cos(—t) + & cos(t) = cost. (Notons que X; et
— X1 ont méme loi.)
Hérédité : S, = S,,_1 + X, avec S,_1 et X,, indépendantes, et X,, a méme loi que —X,,. Par
Q20 :
E(cos(tSy)) = E(cos(tSn_1))E(cos(tX,)) = (cost)" ! cost = (cost)".



Q22.

Sia>0:b <aimplique a+b >0, donc |a + b| = a+ b= |a| + signe(a) - b.
Sia<0:|b <la] =—a implique a+b <0, donc |[a+bl =—(a+b) =—-a—b= |a\—|—‘%|b:
la| 4 signe(a) - b.

Application. Sy, 1 est somme de 2n — 1 termes 1, donc So,,_1 est impaire, So,—1 # 0 et
|San—1| > 1 = |X2y|. On peut appliquer la formule avec a = Sa,,—1, b = Xoy, :

|San| = [Son—1| + signe(San—1) - Xon.
En prenant l'espérance, par indépendance de Sa,—1 et Xop,, et E(Xo,) =0 :
E(|S2n]) = E(|S2n-1]) + E(signe(S2n—1)) - E(X2n) = E(|S2n-1])-

Q23.

Pour s =0 : les deux membres sont nuls. Pour s # 0, posons u = |s|t :

/+°° 1- Cc;s(st) dt = |s| /+°° 1- cos(sig;ne(s) - ) du = s /+°° 1- CQOSU du.
0 t 0 u 0 u

1— S 1— “+00
L’intégrale standard f0+oo ﬂ du = g (cas p = 0de Q18, ou par IPP : = — {cosu]
u U
. 0
Too SINU T
0 u dz B 5)
>~ 1 - t
Donc/ Cizs(s)dt:gs].
0 t 2
Q24.
2 [T — t
Par Q23, pour tout réel s fixé : |s| = / (;ozs(s) dt.
™ Jo

On applique avec s = Sy, (w) et on prend 'espérance. Par le théoréme de Fubini (I'intégrande
1 — cos(tSy)

2 >0) :
2 [T E(1 — cos(tS, 2 [T%°1— (cost)"
By =2 [T R g, 2 [IZI 0,
™ Jo t ™ Jo t
Q25.
D’aprés Ql8 avecp=n—1 (ie. 2p+1=2n—1):
/+°° 1 — (cost)?n1 g (2n —1)!
0 t2 2 222((p —1))2"
Donc par Q24 :
2 (2n —1)! (2n —1)!
E(|Son-1]) === = .
(1S2n-1]) T 2 22n72((n—1)1)2 2202 (n, — 1)!)2

(2n —1)!

Et par Q22 : E(|S2n|) = E(|S2n-1]) = 22n=2((n — 1)!)

R



