Proposition de Corrigé
Concours Commun Mines-Ponts 2025 — Mathématiques 1
(Filiere MP)

Théme : Inégalités de Khintchine.

Inégalité de Holder

Q1. — Inégalité de Young

Soient x,y > 0 et p,q > 1 avec %—F % =1

Cas x =0 ou y = 0. L’inégalité zy < %p + % est immeédiate car les deux membres valent 0
et la somme du membre droit est > 0.

Cas z,y > 0. La fonction exp est convexe sur R (car (exp)” = exp > 0). Appliquons
I'inégalité de convexité exp(Aa + (1 — A)b) < Aexp(a) + (1 — A\) exp(b) avec A = %, 1-A= %,
a=plhzr>-occetb=¢qlny > —oc0:

1 1
exp<p nz gy
P q

1 1
) Lexp(plng) +  explglng),

soit elm#tny < % + %, c’est-a-dire :
2P q

vy < — + Lay O
p q

Q2. — Inégalité de Holder

Soient X,Y : 2 — R4 des variables aléatoires positives.
Cas E(X?) = E(YY) = 1. Pour tout w € ©Q, on a X(w) > 0 et Y(w) > 0. L’inégalité de
Young (Q1) donne :

En prenant l'espérance (qui est linéaire et croissante) :

E(X? E(Y? 1 1
(X7) + e _1 +-=1=(BX?)(EY))"
p q p q
Cas général. Si E(XP) = 0, alors X( )P = 0 pour tout w (car € est fini et chaque w a
probabilité > 0), donc X = 0 et B(XY) = 0 < (E(X?))"*(B(Y?))"%. De méme si B(Y?) = 0.
Sinon, posons :

E(XY) <

X/:L>0 Y/ = Y

— Yy Z 0
(E(Xp))l/p (E(Yq))l/q
On a E(X'?) =1 et E(Y'?) = 1, donc par le cas précédent E(X'Y") < 1, soit :

E(XY) < (B(X")""(B(Y")"". O
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Q3. — Inégalité de Cauchy-Schwarz
L’inégalité de Cauchy-Schwarz est le cas p = ¢ = 2 de Hélder : pour X,Y > 0,

E(XY) < E(X2) /E(Y2).

Preuve directe (sans utiliser Q2). Pour tout ¢t € R, la variable (X — tY)? est positive,
donc E((X —tY)?) > 0, c’est-a-dire :

E(X?) -2t E(XY)+t*E(Y?) > 0.

Si E(Y?) =0, alors Y = 0 et I'inégalité est triviale. Sinon, ce trinéme en ¢ est de signe constant,
donc son discriminant est négatif ou nul :

2E(XY))? —4E(X?)E(Y?) <0,

dott E(XY)? <E(X?)E(Y?), et donc E(XY) < /E(X2)E(Y?). O

Une inégalité de déviation
Q4. — Inégalité cosh(t) < /2

On compare les développements en série entiére, convergents sur R tout entier :

+oo t2k t2/2 +oo (t2/2)]€ +oo t2k
cosh(t) = 3 ED I 2 =
k=0 k=0 k=0
1 suffit de montrer que, pour tout k > 0, (2k)! > 2¥ k!, ce qui donnera terme a terme % < 2'55:,!

et donc cosh(t) < et*/2 (toutes les séries étant a termes positifs pour ¢ € R).
Preuve de (2k)! > 2% k!. On peut écrire :

(2k)!=1-3-5---(2k—1)-2-4-6---(2Kk).

facteurs impairs facteurs pairs
Les k facteurs impairs sont tous > 1, et le produit des k facteurs pairs vaut 2% k!. Donc :

(2k)! > 1F .2kl =2Fkl. O

Q5. — Majoration de la fonction génératrice des moments

Soient X1,..., X, des variables de Rademacher indépendantes (P(X; =1) =P(X; = —-1) =
3) et (c1,...,cn) € R™. Pour tout t € R :

Par indépendance des X;, les variables ef¢iX

i sont indépendantes, donc :

E <exp (t Z:; cZ-XZ) ) =E <1i[1 etCiXi> = ili[lE(etCiXi) :

Pour chaque 4, par définition de la loi de Rademacher :

etci + e—tci

E(etCiXi) — 5

= cosh(tc;).

Par Q4 (appliqué a tc; a la place de t), cosh(tc;) < et’e?/2. Donc :
n n - t2 n

E(exp(t;ciXZ)) Sl_llet Ci/z:exp<2zlc?>. (|
1= 1= 1=
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Q6. — Inégalité de déviation via Markov
Posons S = 1| ¢;X;. Soit « > 0. Puisque |S| > ¢ si et seulement si eS| > %, I'inégalité
de Markov appliquée a la variable aléatoire positive e*!Sl donne :

E(e”|5|)

P(|s] > 1) = P(erlS > et) < =

ex

On majore E(e?l51). Pour tout w, e*IS@I < ¢25() 4 =25 (car |S| < max(S, —S) et eIl =
max(e”,e”™) < e” +e ™). Par Q5 (appliqué successivement a t = x et & t = —x, la majoration
étant symétrique) :

z|S| xS —zS a? 2
E(e >§E(e )—|—E(e )gZexp ?ZCZ .

=1

On obtient donc :

22
2exp<220?> 3322012
P(|S] >1t) < t = 2exp T—xt O
Q7. — Queue sous-gaussienne

D’aprés Q6, pour tout z > 0 :
2 2
P(IS] > 1) < 2exp(h(x)). ot h(a) = "= ar

Cas Y. ¢? = 0. Tous les ¢; sont nuls, donc S = 0 p.s. et P(|S| > t) = 0 pour tout ¢t > 0.
L’inégalité est triviale.
Cas ) C? > 0. La fonction A est un polynéme du second degré en x & coefficient dominant

>

=5+ > 0. Elle admet un minimum global en z* = 5 > 0, avec :
>oc;

12 {2 t2

T2y v 2y

En prenant x = x* dans I'inégalité de Q6 :

h(z*)

n 2
P(ZciXi >t>§2exp — Z O
=1 QZC?
i=1
Inégalités de Khintchine
Q8. — Formule de la « couche »

Soit X : 2 — R4 positive (et bornée car € est fini). Pour tout p > 0 :

+oo
E(X7?) :p/ tPIP(X > t) dt.
0



Preuve. On applique le théoréme de Fubini-Tonelli (justifié car toutes les fonctions sont positives
et Q est fini) :

+00 +oo
» / PP(X > 1) di = p / VB (1) dt
0 0

= E<p /;Oo P11, x dt>
- E(p/OX tp—ldt> - E([tp]gf) —E(X?). O

(L’intégrale est bien définie car X est bornée, donc 1« x = 0 pour ¢ suffisamment grand.)

Q9. — Majoration de E(|S|*)
Posons Z = |3 | ¢;X;| > 0 et supposons _ ¢? = 1.
+oo
Calcul préalable de / 3e¢~1*/2 4t. On effectue le changement de variable u = t? /2 (donc
0
— ./ — _1 .

+o0 9 +o0 du +oo +o0

/ e 2 dt = / (V2u)P e ™. —= = / (2u) e “du = 2/ ue “du=2I(2) =2.
0 0 V2u 0 0
Majoration. Par la formule de Q8 avec p =4 et X = 7 :
+oo
E(Z%) = 4/ t3P(Z > t)dt.
0

Comme Z = |S| >0, on a P(Z > t) = P(|S| > t) < 2¢~*/2 par Q7 (avec S c? =1). Donc :

+o0 +o0
E(zZ%) < 4/ 3. 2e7 2 dt = 8/ BePdt=8x2=16. 0O
0 0

Q10. — Calcul de E(5?)

n 2 n n
E <Z ciXi> =E() dX7+2 ) g XiX; | =) GEXD) +2) ac E(XiX;).
=1 1=1

i=1 1<i<j<n i<j

— Pour tout i : E(X?) =5 - (+1)2+ 1. (-1

~—
[\
I
—_

— Pour i # j : par indépendance, E(X;X;) = E(X;) E(X;) = (% — %)2 =0
Donc :
n 2
E <Z cl-XZ-> =Y . O
i=1 i=1
Q11. — Borne supérieure (inégalité de Khintchine, c6té droit)

Soit p > 1. On cherche £, > 0 tel que (E(|>_ ciXi|p))1/p < By (X 02)1/2.

Cas > c¢? = 0. Tous les ¢; sont nuls, les deux membres sont nuls.

1/2
Cas > ¢? > 0. Posons ¢, = ¢;/ (Z c?) , de sorte que Y. 2 =1,et 2/ = X;.



Par Q8 (formule de la couche, appliquée & |Z’]) et Q7 (avec Y. 2 =1) :
“+oo +o0 2
E(|Z'|P) = p/ trP(|Z'| > t)dt < 2p/ e 2t = €,
0 0
Convergence de C),. Par le changement de variable u = t2/2
+00 +oo
/ Pl 2 gt = 2(p_2)/2/ uP? e dy = 2P=2)/2 I'(5) < +oo,
0 0

car p > 1 implique p/2 > 0. Donc C, = p - 2P/2-1T(p/2) < +o0.
Par homogénéité (Z = (3. ¢2)V/27')

E(‘Z e X; P) _ (Z C?)pﬁ E(|Z'|P) < Cp (Z Cg)p/z‘

En posant 3, = C’;/p =(p- 2p/2_1f‘(p/2))1/p >0:

(&) s ()

D ki
i=1
Q12. — Borne inférieure pour p > 2 (Jensen)

Posons Z = )" ¢; X;. La fonction ¢ : z xP/2 est définie et convexe sur Ry pour p > 2 (car
¢"(z)=L(5 - 1)3:1"/2_2 > 0). Par I'inégalité de Jensen appliquée & la variable Z2 >0 :

e(E(Z%) < E(p(2%),

soit (E(Z2))p/2 < E((Z%*P/?) = E(|Z|P). En élevant a la puissance % >0:
(B(2%)"* < B2 O

Q13. — Calcul de 0
On cherche 0 €]0, 1] vérifiant § = g + 1%49.

En développant : % = % + i — %, soit i = 9(% — %) =0- 44;pp. Donc :

Veérifions 6 €]0,1[ pour 1 <p < 2:
— @>0:¢évidentcarp>1>0etd—p>4—-2=2>0.

—0<1:4fp<1 = p<d—p = <4 <= p<2.V

Ainsi 6 = ﬁ €1]0,1[ pour tout 1 <p < 2. O

Q14. — Interpolation par Hoélder
Posons Z = ) ¢; X;. On décompose Z 2 comme suit :
72 (Zp)QG/p . (Z4)(1_6)/2,
ot l'on a utilisé | 2|20 = |Z[P20/P et | 2200 = | Z|*(=9)/2, Vérifions exposant total de |Z] :

p.?+4.1;9:29+2(1—0):2. v



On va appliquer P'inégalité de Holder (Q2) a U = (|Z|P)?/P et V = (]1Z]|*)1=9/2 avec les
exposants conjugués :
P 2

2w T 1-0

Vérifions %—l—% = %0 + 1%9. Par Q13, %—i— % = %, donc en multipliant par 2 : % + % = 1. Les

exposants 7 et s sont bien conjugués.
On a UT = (|Z|P)20/pP/(20) = | Z|P ot V* = (| 2]|*)(1-0)/22/(0=0) — | Z|*. Donc par Holder :

r

E(2%) = E(UV) < (BU")" (B(V) = @127 (B2 "2 O

Q15. — Borne inférieure pour 1 < p < 2

Etape 1 : majoration de E(Z*) par E(Z?)2. D’aprés Q11 appliqué avec p = 4

2
Bz <at (D)
Par Q10, > ¢? = E(Z?), donc :
E(Z%) < B{E(Z%)*
Etape 2 : substitution dans Q14.

E(Z2) < (E(\Z\p))%/”- (ﬁff E(ZQ)2)(1—9)/2 _ 53(1—9) E(ZZ)PO ) (E(|Z|p))29/p.

Etape 3 : isolation de E(Z2). Si E(Z2) = 0, alors Z = 0 p.s. (car Q fini) et la borne
inférieure v, - 0 < 0 est triviale. Sinon, E(Z2) > 0 et on divise par E(Z?)'= > 0 :

B(2°) < 5" (B(1ZP)*"”.
En élevant a la puissance 2—19 >0:
E(2%)'2 < g0 (B(|2pP) 7.
On pose oy, = 64_(1_6)/0 >0 (avec § = p/(4 — p), soit (1 —0)/0 = (4 —2p)/p) :
ap, B(Z2)V? < (B(ZP)YP, ota, =8P >0. O

Q16. — Inégalités de Khintchine : bilan

Pour tout p > 1 et tout (c1,...,¢,) € R™, posons S =" | ¢ X, :
— Borne supérieure (tous p > 1) : Q11 donne (E(]S|7’))1/p < B,E(S?*)Y? avec B, =
(p-22/>71T(p/2))"" > 0.
— Borne inférieure pour p > 2 : Q12 (Jensen) donne E(S?)1/2 < (E(!SV’))UP, soit a, = 1.
— Borne inférieure pour 1 < p < 2 : Q15 donne o, E(S?)1/2 < (E(|S|p))1/p avec a, =
54*(4*21))/12 >0
On vérifie oy, < 3, : en appliquant les deux inégalités & S = X; (donc > 7 =1, E(S?)/2 =1,
E(|S|P)!/P = 1), on obtient a;, < 1 < 3.
En conclusion, pour tout p > 1, il existe 0 < oy, < 3, tels que :

n 1/2 P 1/p n 1/2
() = (o)) =o(Ee)
=1 =1

n

ZCiXi

=1




Une premiére conséquence

Q17. — Produit scalaire sur L*(Q)

Q) est fini; notons L?(£2) I'espace des variables aléatoires réelles sur €2 (toutes sont bornées).
Posons ¢p(X,Y) = E(XY).
— Bilinéarité : par linéarité de 'espérance, p(aX +bX"Y) = a E(XY)+bE(X'Y). De méme
en le second argument.
— Symétrie : p(X,Y) =E(XY)=E(YX) =, X).
— Positivité : o(X,X) =E(X?) =Y oP{w}) X(w)* > 0.
— Définition positive : si E(X?) = 0, alors pour tout w € €, le terme P({w}) X (w)? est positif
et leur somme est nulle; or P({w}) > 0 (probabilité d'un singleton dans un espace fini),
donc X (w)? = 0, soit X(w) = 0 pour tout w, i.e. X = 0.
¢ est donc un produit scalaire sur L?(), de norme associ¢e || X ||, = E(X?)Y/2. O

Q18. — 9 est une isométrie
Pour u = (u;);>0 € R™) (suite a support fini), posons 9 (u) = S5 u; X; € L*(R2) (somme
finie).

La linéarité de v est immédiate par linéarité de ’espérance.
Pour u,v € RM™), les sommes 1(u) et ¢ (v) étant finies, on peut développer :

e(¥(u),¥(v)) =E ZUiXi'ZUjXJ' :Zuivj E(X;X;).

Or, les variables de Rademacher (X;);>o sont indépendantes et centrées :

E(X,X;) = {E(X’Z) 71 H
E(X;))E(X;)=0-0=0 sii#j.
Donc ¢(¢(u),(v)) = Y, uv; = (u, v)gmv. En particulier :
()l = (b (u), () = Julgm) ,

ce qui montre que v est une isométrie (linéaire) de (RM™), (-, .)) dans (L?(Q),¢). O

Q19. — Equivalence de toutes les normes L? sur R

Notons R = ¢»(RMN) ¢ L2(Q). Soit Z € R : il existe u € RMN tel que Z = h(u) = 3,

(2
1/2
Par QI8 : 1], = [ulleo = (5, u2) %
Les inégalités de Khintchine (Q16) avec ¢; = u; donnent, pour tout p > 1 :

ap |Z]l, < 1 Z]l, < By 1]l -
Soient p, g > 1. Combinant les deux inégalités :

B
121, < By 1211, < 25 1121, -

q

1211, = ap 121y = 2= 121l -

X
P
Donc, avec les constantes Ay, = oy, /Bq > 0 et B, g = Bp/aq > 0 (indépendantes de Z et de n) :

Apg 121, <1 Z]l, < Bpg 12l, YZeR O
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Une deuxiéme conséquence

Q20. — Application a la loi uniforme sur {—1,1}*

Posons n = 2¥. Soit Q = {—1,1}* muni de la probabilité¢ uniforme P({e}) = 2% =1
Pour ¢ € {1,...,k}, définissons X; : Q@ — {—1,1} par X;(e1,...,ek) = &i.
Les X; sont des variables de Rademacher indépendantes.
— P(X;=1)=|{(e1,...,ex) : &; = +1}|/n = 2871 /2F = 1/2. De méme P(X; = —1) = 1/2.
— Indépendance : pour tout (ay,...,ar) € {-1,1}*, P(X; = a1,..., Xy = a;) = 1/n =
Hf:l P(Xi = a;).
Posons Z = >°F | a;X;. Par Q10 : || Z||3 = E(Z%) = 38, a? = ||a]&x-
On calcule directement :

k
Z ;&4 .

i=1

1zl =B(Z) = 3

ee{-1,1}*

Par les inégalités de Khintchine (Q16) avec p =1 :
ar [|Z]l, < [[Z]ly < B1 125 -

En multipliant par n et en substituant |Z, = 2 Y"_ |3, aeil et || Z]l, = ||a|gs

k
g ai&;

arn flallge < Y <pinallgs. O
cef{—1,1}* li=1
Q21. — Sous-espace de R" a normes /! et (? équivalentes
Reprenons n = 2%, Ordonnons les éléments de {—1,1}* en (¢, ... ™) (ordre quelconque

mais fix¢). Définissons 'application linéaire T : R¥ — R par :

k n
T(a) = (Z ai553)> .
=1 j=1

Injectivité de T. Supposons T'(a) = 0, c’est-a-dire Zle aie; = 0 pour tout € € {—1,1}*%.
Fixons | € {1,...,k} et calculons :

k k
Z el <Z aiq) =0 = Zai Z eg; = 0.
=1

ee{-1,1}* =1 ee{-1,1}F
—_——
=:My;

On calcule My; : pour i # 1, Y _eig; = (Zele{—l,l} El)(zsie{fl,l} ai) .22 — 0. Pour i = I,
> €l2 =mn. Donc n-a; =0, soit a; = 0. Ceci étant valable pour tout I, on conclut a = 0.

Ainsi T est injective, et F = T(RF) est un sous-espace de dimension k de R™.
Calcul des normes de z = T'(a).

n k k
ol =30 ae| = D D ai]
Jj=1li=1 ee{-1,1}* li=1
n i 2\ 1/2 ) o\ 1/2
ol = Z(Zaﬁ?’") =02 3 (Z) — ViE(2%)" = Vit |lallgs
j=1 \i=1 ee{—1,1}k \i=1
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ot I'on a utilis¢ Q10 pour E(Z2) = " a? = |ja||zs. On obtient donc :

R”l
Application de Q20. En substituant dans les inégalités de Q20 :

RTL
2

[Eh Il
€T n T
arn: 2 < i < fin

Vi Vi

soit, pour tout x € F' :

n n RTL
arvn flzlly” < [lz[l" < Buvn flzlly



